BACCALAUREAT SERIE S - 2005 : CORRIGE

Exercice 1 (4 points)
- Partie A -
D'aprés lerésultat (2), on a pour tout entier naturel n ;
WsSsWhs<..SUhSUapSVprShEhsS..sSVvps\y
En conséquence et d'aprésle résultat (3) :

o Lasuite (uy) est croissante et majorée par Vo donc converge vers un certain réd /.
o Lasuite (v,) est décroissante e minorée par up donc converge vers un certain réel /',

Pour tout entier naturel n, on a: Un = (Un — Vi) + Vq
D'apréslerésultat (1), u, — v, tend vers 0 quand n tend versl'infini ; un passage alalimite dans|'égalité ci-

dessusdonne aors: L=

On a démontré que deux suites adjacentes sont convergentes et ont méme limite.

- Partie B -
1. FAUX

Pour construire un contre-exemple, il suffit de choisir une suite (u,) qui converge vers 0.

. . 1
Considérons, pour tout entier naturel n : Uy = 1
n+
Ains, ona: Vo=-2(n+1)

La suite (v,) diverge alors vers —o.
2. VRAI
Si lasuite (u,) est minorée par 2, alors pour tout entier naturel n, on a:
2 < U

Par décroissance de la fonction inverse sur [2, +oo[, il vient :

1 1
>
2 u,
En mutlipliant par — 2: -1<v,

La suite (v,) est donc minorée par —1.
3. FAUX
Le contre-exemple chois ala question 1 convient :
1

U, = —

n+1
Cette suite est bien décroissante puisgue pour tout entier naturel n ;

1 1 -1

thea = th = nt2 n+l (n+H(n+2)
U1 — Uy <0
La suite (uy) est bien décroissante.
Quant alasuite (v,) définie par : Vh=-2(n+1)
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On a pour tout entier naturel n:
Vit —Vn=-2"+2)+2(n+1)=-2

Vi —Vn <0
Lasuite (v,) est décroissante.
Et comme dlle n'est pas constante, on ne peut pas donc pas dire qu'elle soit croissante.

4. FAUX

Pour construire un contre-exemple, il suffit de choisir une suite (u,) qui diverge sanstendre vers!'infini.
Par exemple: Un=—-2x (-1)"
La suite (uy) est bien divergente (voir la preuve ci-dessous)
Alors: Vo= (-1)"
La suite (v,) est donc divergente.
Preuve de la diver gence de la suite de terme général (-1)" :

Supposons, au contraire, que la suite de terme général (—1)" converge vers un certain réd /.

Soit | = }(—% ; €+%[. | est un intervalle ouvert centréen /.

D'aprés notre hypothése, il existe un rang N a partir duquel, on aura:

D" el
. 1 n 1
Autrement dit : —=<(-1)"-t< =
2 2
. 1.3
Or, pour n pair, celadonne: l e }E ; E{
. . 3.1
Et pour nimpair : le |-—;—=
P P e} 2 2[

D'ou une contradiction. Donc la suite considérée diverge.

Exercice 2 (5 points)
1. Lecercde® apour centrele point Sd'affixes= % et pour rayon R = %

Comme le point M est sur le cercle, la distance SM est égale au rayon :

M=R
e
m-—==
2l 2

2. Comme MKLO est un carré de sens direct, le point L est I'image du point M par un quart de tour direct de
centre O donc : [=im

De méme, comme MAPN est un carré de sens direct, le point P est I'image du point M par un quart de tour

indirect de centre A : p-—a=-i(m-a)

Et commea=1: p=—-im+21+i

On démontre de la méme fagon que : n=Q-i)m+i
k=(1+i)m

3. a L'affixe  du point Q, milieu du segment [PL] est donnée par :
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p+l  —im+1+i+im _ 1+i

2 2 2

Le point Q est donc indépendant de M (puisque son affixe ne dépend pas de m).
i| 1
b. Ona: SQ=|@—3|:H:_:R
2 2
Donc le point Q est un point du cercle . Son affixe est :1_;, .
Plus précisément, Q est le point d'intersection du cercle % et de la médiatrice de [OA] qui a une partie
imaginaire positive.
4. a. Ladistance KN est donnée par :

1
KN=|n—k|=|(1—i)m+i—(1+i)m|=|(1—2m)i|=|1—2m|=2‘%—rr{ Z2x %:1

Ladistance KN est constante égale au diamétre du cercle 4.
On peut faire une autre démonstration géométrique trés simple.

MN = MA
Comme: MK =MO
(MN,MK) = (MO, MA)

N

Lestriangles MNK et MAO sont donc isométriques. En conséguence :
KN=0OA=1
b. Montrons queletriangle QNK est rectangleisocéle en Q. Pour cela, on prouve que le point K est I'image
du point N par le quart de tour direct de centre Q.
i(n—o)=i ((1—i)m+i —1—+i)= (i+)m-1- -1 (i+1)m- Cad k—o
2 2 2

Ce qui prouve que le triangle QNK est rectangleisocdeen Q.

5. Le sommet principal O et la longueur de I'hypoténuse KN du triangle rectangle isocele QNK sont

invariants. Donc les longueurs QK et QN le sont également (en effet, dans un tel triangle, le rapport entre la

longueur de I'hypoténuse et celle d'un coté de I'angle droit est constant égal a V2 ). En conséquence :

KN 2

N appartient au cercle de centre Q et derayon ON= — = —

J2 o2
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Voir lesfigures dynamiques en cliquant sur celien : http://e-bac.sesamath.net/bacS/bacS2005/figl_normal.htm

Corrigé du BAC S2005 Page 4 G. COSTANTINI http://bacamaths.net


http://bacamaths.net
http://e-bac.sesamath.net/bacS/bacS2005/fig1_normal.htm

Exercice 2 Spécialité (5 points)
- Partie A -

1. a L'angledelasimilitude f est donné par :
(MNMR) = 7 [2r]

Son rapport est donné par : MR MR @

MN  V2MR 2

b. L'écriture complexe delasimilitude f est :

in
z—m—g 4(z—m)
in

Or: £e4=1——l
2 2

D'ol : r—mzi(n—m)

2
Donc: rzﬂm+£n
2 2

2. Il suffit decalculer :
1+i 1-i
r+s+t+u=T(m+n+p+q)+T(n+p+q+m)=m+n+p+q

Cequi prouve que les quadruplets (M, N, P, Q) et (R, S T, U) ont le méme isobarycentre.
3. a Ona, dunepart:

it-r)y=i 1—Jri(p—m)+1—_i(q—n) = i—_1(p—m)+i—+l(q—n)
2 2 2 2

Et d'autre part : Uu—s= (%(q_nﬂl_;'(m_ p))
D'ou: u-s=i{t-r)
b. Onadonc: u-s_,
t—r
En passant aux modules, il vient : U=RT

Les segments [RT] et [SU] ont donc méme longueur.

En passant aux arguments, il vient :
(RTSU) = arg(i) = 7 [2]

Lesdroites (RT) et (SU) sont perpendiculaires.
(Il sagit de la configuration de Van Aubdl)

- Partie B -

1. On sait qu'il existe une unique similitude directe g transformant Ren Set Ten U (puisque R= T et S= U).

Comme RT = U, le rapport de cette similitude directe est donc égal a 1. Ainsi, g est une trandation ou une

rotation. Ce ne peut é&re une trandation car (RT) et (SU) ne sont pas paralléles donc g est une rotation et

elle est unique (et son angle est g).
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2. Commeunerotation est uneisométrie, ona: QR=QS
Donc Q est sur lamédiatrice du segment [RS].
Deméme: QT=QU

Donc Q est sur lamédiatrice du segment [TU].

Distinguons deux cas:

Casgénéral.

Les deux médiatrices ci-dessus sont sécantes, et alors Q est a l'intersection des ces deux médiatrices ce qui

permet de le construire facilement.

Voir lesfigures dynamiques en cliquant sur celien : http://e-bac.sesamath.net/bacS/bacS2005/figl.htm
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Casparticulier.
Les médiatrices de [RY et [TU] sont confondues (ce qui peut se produire), alors RSTU est un trapeze dont
les diagonales sont de méme longueur (puisque SU = RT), c'est donc un trapeze isocée (éventuellement

rectangle) :

S R

Dans ce cas, on construit le point Q a l'intersection des deux diagonales [RT] et [SU] du trapéze. En effet,

comme |les diagonales sont perpendiculaires, on abien :
(@R 0S)=@T.QU)= 7 [2r]

Et comme la figure a un axe de symétrie, I'intersection Q des deux diagonales [RT] et [SU] est situé sur la
meédiatrice commune des segments [RY et [TU] donc:
QOR=QS e QU=QT

La rotation de centre Q) et d'angle g transforme bien Ren Set T en U et par unicité de g, Q est bien son

centre.

Autre méthode (permettant d'éviter la distinction entre les deux cas précédents).
Montrons que Q est le milieu de [MP].

On sait que: S=g(R)

Donc: sS—w=Ii(r—m)

D'apréslesrésultats de la partie A :

Donc Q est lemilieu de [MP].
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Exercice 3 (5 points)

1. a Pourk e [0; 3], laprobabilité d'obtenir k billes rouges est donnée par

(elar)
k \3-k Il sagit delaloi
P(X = k) = T "hypergéométrique’.
5
N 10 3
ou: K sk est le nombre de cas favorables

(nombre fagons de choisir k billes rouges parmi 10 et donc 3 — k vertes parmi 3)
13 .
et: (3jeﬂlenombredecaspossbles
On obtient 41073 présal'aide delacalculatrice :

p(X=0) = 2%6 ~ 0,003 210 prés par défaut

p(X=1) = 753 ~ 0,104 210 prés par défaut

1
1
p(X=2) = %’3 ~ 0,472 210 prés par défaut

p(X=3) = % ~ 0,419 4102 prés par défaut
Récapitulons :
Nombre de billesrouges 0 1 2 3 Total
Probabilité P(X=0)=~0,003 | P(X=1)=0,105 | P(X=2)~0472 | P(X=3) =~ 0,420 1

(Note: on ajugé préférable, dans cetableau, de pasarrondir par défaut pour obtenir un total égal a 1)
b. L'espérance mathématique [E(X) de la variable aléatoire X est donnée par :

3
E(X) = D KkP(x=Kk) =~ 2,307 410°° prés par défaut
k=0

10
(Lavaleur exacte de I'espérance delaloi hypergéométriqueest np=3 x —
13
ou n est le nombre de billestirées et p la proportion de billes rouges)
En moyenne, a ce jeu, I'enfant obtient environ 2,3 billes rouges.

2. a Arbredelastuation:

10 3 3 _4
R)= pe, V)= — pc,(R)=— Pe,V)=—
Pal®= 3 ar’ s 2 LT
R % R %
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. D'apréslaformule des probabilités total es appliquée a la partition C; u Cp, on a:

10 1 3 1 109 PR .
R =p(RNC RNGC)="—"x = +—=—x =—="—"— ~0,599a10 pres (0,598 par défaut
P(R) = p(RN Cy) + p(RN Cy) 33273 1 pres ( P )

On environ 60% de chance d'obtenir une bille rouge.

.|l sagit de calculer la probabilité conditionnelle suivante :

10
P(RNC) 26 A3 )
C)=——=-22~0,642a10 " prées par défaut
Pr(C1) o(R) @ pres p
182

La probabilité de n'obtenir aucune bille rouge lorsqu'on répéte n fois de maniére indépendante le jeu est :

(1-p(R)"
Par passage a |'événement contraire, on adonc :

ph=1-(1-p(R)"

73"
n = 1-|—
w1 ()

. On résout I'inéquation pn = 0,99

n
1- (E) > 0,99
182

n
001> (E)
182

Par croissance de |la fonction logarithme népérien sur R’ et tenant compte de larelation In(A") = nin(A)

In(0,01) = nin (E)
182

73 . . 73
Et commeln| — | est négatif (puisque — < 10; 1]) :
(182) cgatif (puisque 722 <107 1)

_ In©oy
(1)
In| —
182
Lacalculatrice donne : In(O%(;l) ~ 504 4107 prés
In| —
(1)
Et commen est un entier : n=6

La plus petite valeur de n pour laquelle p, est supérieur 20,99 et n= 6.
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Exercice 4 (6 points)

- Partie A -

X

X

4
fog =23

214 2e 441

b. Limite en +oo0.

X
Ona: lim e 4=0
X—> 40
X
Donc: lim 1+2e 4=1
X—> 40
D'ou, par inverse: lim —=1
X—>+0 =
1+2e ¢
On en déduit : lim f(x)=3
X—> 40
Limite en —oo.
X
Ona: lim e 4=+w
X—>—00
_X
Donc: lim 1+2e 4=+
X—>—0
D'ou, par inverse: lim —=0
X—>—00 =
1+2e ¢
On en déduit : lim f(x)=0
X—>—00
. Soient u et v deux rédstelsque: usv
En multipliant par—i: —Eu>—1v
4 4 4
Par croissance de la fonction exponentielle sur R :
_u v
e4=e!

Par croissance de lafonction affinet +— 1+ 2t sur R :

\

u
1+2e 4> 1+2e 4 (>0)
Par décroissance de lafonction inverse sur R :

1 1

<

u
1+2e 4 1+2e

ENIES

Et en multipliant par 3: fu) < f(v)

Donc lafonction f est croissante sur R.

Remarque : on pouvait auss éudier lesignedeladérivéede f.

1. a En multipliant numérateur et dénominateur par e 4, nous obtenons pour tout rédl x :
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- Partie B -

Les solutions g de I'équation différentielle (E;) sont delaforme:

g(t) = Ce* ol C est une constante réelle

b. Lacondition g(0) = 1 donne:

D'ou, pour tout réd t de [0, +oof :

c. Onrésout I'inéguation :

Cc=1

t
gt) = e
gt) >3

N

et>=3

Par croissance du logarithme népérien sur R :

t
2 = In(3)
t = 4In(3)
Comme 4In(3) ~ 4,4 on peut affirmer qu'aprés 5 années, la popul ation dépassera les 300 rongeurs.
Ona:
usolution de (E;) < u' = %u— %uz etu0) =1 P ui;: % % - % etu(0) =1

onw:—ﬁiahwypiL=1dw:
u u(0)
. o1 1 .
usolution de (E)) < —h'= Zh_ I et h(0) =1 < hsolution de (Es)
L'équation différentielle y' ——Ey+ 1 est delaformey =ay + bavet:a——E etb= 1
' 47 12 Y 4 12

Ses solutions sont de laforme :

h(t) = Ce™ - b ol C est une congtante rédlle
a
t
1
h(t)=Ce 4+ =
(t) 3
La condition h(0) = 1 donne: C+ % =1
c-2
3
t
D'ou: ht)= 2 e 4+ +
3 3
Et commeu = %: ut) = 3 ==
1+2e 4

D'apréslapartie A, lalimite de u en I'infini est égale a 3, donc, avec ce modéle, la population de

rongeurs tend vers 300.

Note: un corrigé animé est disponible & |'adresse http://sesabac.net/
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