Exercice B2

Partie | ¢ est la fonction numérique g définie sur ]J0O;+o[ par: g(x)=x2-24%nx

19 g est dérivable sur J0; +o[, etona g'(x)=2x - 2 L=2 (x -
X

N_2(x%2-1)_2(x = D)(x +1)
x) - X - X
Comme x0]0;+w[, ona x>0 et x +1>0, donc g'(x)estdu signe de (x - 1).

On en déduit que g'(x) <0 pour x 0]0;1[ et g'(x)>0 pourx O ]1;+oo[

Donc : | g est décroissante sur J0; 1[ et croissante sur ]1; +oo[ |.

290na ¢(1)=12 -24n1=1. Daprés le sens de variation de g on a alors g¢(x) > 1 pour tout x > 0.
Donc : | g(x) >0 pour tout x 0 0 : +oo[ |.

Partie Il  # est la fonction numérique définie sur JO; +oo[ par: £(x) =% s Llelnx

(%) est la courbe représentative de # dans un repére orthonormal (O; i,7) (unité graphique 2cm).

19 On peut écrire f(x)=§+1+—€”x= Xl +ax)
X X

2

Onsaitque ¢im €nx=-0 donc fim 1+ fnx=-
X — X -
X > x>

d'autre part #im 1_ 4o donc fim 1 (L+%nx)=-o
x—>8 X x—>8 X
X > x>

Deplus %im % =0 etparconséquent ZimX +Lx(1 +8fnx)=-00 donc | fim f(x)=-w]|.
1582 1782 x 3

On peut en déduire que : | la courbe (%) a pour asymptote verticale la droite d'équation x =0 (Axe Oy) |

29a) On peut écrire #(x) =X + 1 + bnx
2 x X
On sait que #im bnx_ . tim =0 et flim £=+w
X —> 40 X X — +0 X x>+ 2
Donc fim X+ 480X 4 Cestadie | fim f(x) = +oo |.
X — +00 X X X > 0

byona fim f(x)-%= tin 1,énx_,

X — 40 X — 40 X X

Donc : | la droite (A) d'équation y =§ est asymptote a la courbe (%) |.

c) On a #(x) _x_l+énx
2 X

Donc : f(x):% o 1+8%nx=0 o fnx=-1 o x=e!

-1
Donc : | (A) coupe (%) au point A d'ascisse e-! et d'ordonnée %

x0]0;+eo[, donc £(x) - % est du signe de 1 + ¢n x . La fonction £n étant strictement croissante,

onaalors: 1+%nx>0 o Ihx>=-1 < x>e-1
et 1+%nx<0 o fnx<-1 o x<el

On en déduit que £(x) >% pourx >e~1l et  f(x) <% pour x < e-1

| surJ0;e-1[ (&) estau-dessous de (A) etsur Je=1:+oo[ (%) estau-dessus de (8) .
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c1+nx
X

f est donc la somme et le quotient de fonctions dérivables sur JO ; +oo[, donc # est dérivable sur ]O ; +oo[

1ix- (1+€nx)x1

etona: f(x)% X > =
X

39Pour tout x 0 ]0; +o[ ona £(x) =

c1-1- nx_1 fnx_x?2-20nx

x2 T2 2 2x2

Donc £'(x) =ag£21 . D'apreés la partie |, on sait que g(x) > 0 pour tout x [0 ]0 ; +oo[ ,
X

I\)IH

donc #'(x) >0 pour tout x 0 JO ; +oo[ . - 0 oo
On en déduit que £ est strictement £'(x) +
croissante sur ]0 ; +oo[ . +oo
On peut donner le tableau de variation de £ : £ /

- 00

49 La tangente (T) & la courbe (%) au point d'abscisse b a pour coefficient directeur £'(b).
Cette tangente est paralléle a (4) si et seulement si elle a le méme coefficient directeur que (4).

poy=% o Cz2nb 1 . p_ooppetr o tmb=0 - h21

262 2
| Il existe donc un point B et un seul ot la tangente (T) & la courbe (£) est paralléle & (A) |
B a pour abscisse 1 et pour ordonnée £(1) = + 1 _% :

59 f est une fonction continue et strictement croissante sur 0 ; +oo[ .
Donc pour tout réel £ dans I'intervalle} lim £(x); lim f(x) [ I'équation #(x) =k a une solution unique.
X — X — 400

Comme 0 O } Oim £(x); lim f(x) [: IR, on en déduit que | I'éguation £(x) = 0 a une solution unique o |.
X — X — +00

La calculatrice donne £(0,34) = -0,06 donc #(0,34) <0 et £(0,35)=0,03 donc #(0,35)>0
On en déduit que £(0,34) < £(a) < £(0,35) et comme £ est strictement croissante : | 0,34 <a<0,35 |

69
(T (%)

)
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n=2
2

Partie Ill La suite numérique (x,) est définie par x,=e "~ pour tout nombre entier naturel n.

n+1-2 1
19a) On peut écrire pour tout n JIN : x,,4=e =e =e 2 xe? =anez

[y

On en déduit que : | (x,) est une suite géométrique de raison e?

0-2

2

Son premier terme est  xg=e donc | xp=e-1

b) (x,) est une suite géomeétrique de premier terme positif et de raison positive, donc (x,) est une suite a

termes positifs.
1 1

Ona e?3>1 donc x,xe?>x, Cclesta-dire x,.4>x, pourtoutndIN.

Donc : | la suite (x,) est une suite croissante |.

X Xn41 P
29 Pour tout entier naturel n,ona: a,=4 f (f(x) - E) dx.

Xn

a) D'apres la partie Il, on sait que (f(x) - ) >0 pour x ze-l

X
2
Comme la suite (x,) est croissante on a e~ <x, <x,,q -

Xn+1
Donc f " (f(x) - %) dx estlaire, en unités d'aire, de la partie du plan limitée par la courbe (%), la
xl’l

droite (A) et les droites d'équations x =x, et x=x,,4 .
L'unité du repére étant 2cm, l'unité d'aire est 4cm?2 .

Xn+l
a,=4 f " (f(x) - g) dx est l'aire, en cm?2, de la partie du plan limitée par la courbe (%), la droite
xl’l
(A) et les droites d'équation x =x, et x=x,,4 .

b)a,,=4fxx””(f(x)—g)dx=4fxx””(%)dxﬂfx””@ﬁxenx)dx

Xn

xola pour primitive x - €n x .
X

D'autre part 1, 0nx estdelaforme u'(x) x u(x) , donc 1otnx a pour primitive %u(x)z =% (n x)2.
X X

Xn+1
On a donc : an=[4€nx+2(€nx)2} =48nx,,1 +2@nx,.1)? - 4nx, =2 @nx,)
xll
n-1 n-1\? -2 =2\ 2
Donc  a,=4fne ? +2(€nez) -Mne ? —2(€ne2)
_a.nh=1 n = 1\2 n-2 n="2\
a,= 4 x 2 + 2 ( > ) 4 x > 2 ( > )
an=2n—2+”2'2”+1—2n+4—”2'4”+4=2+”2'2”+1'”2+4n'4
2 2 2
a,=2+20=83_4+2n-3 4onc | g =22*+1 pourtoutn OIN|.
2 2 2
On en déduit que : an=n+% pour tout n [ IN.
Donc an+1=”+1+%=”+%+1=an+1 pour tout n O IN.

On en déduit que : | (a,) est une suite arithmétique de raison 1 |.
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